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В В Е Д Е Н И Е 
 
 

 
Учебник написан, исходя из опыта преподавания авто-

ром курсов общей физики на естественных факультетах и кван-
товой электроники на физическом факультете Бакинского Госу-
дарственного Университета.  

Данное пособие разработано для студентов высших 
учебных заведений, специализирующихся по квантовой элек-
тронике. Решение задач, охватывающих различные темы разде-
ла, способствует лучшему усвоению материала, развитию твор-
ческого мышления студентов. Рассмотрены примеры, охваты-
вающие проблемы современной квантовой электроники. Темы, 
затронутые в приведенных задачах, представляют практически 
весь спектр вопросов, рассматривающих принципы и законы 
квантовой электроники. 

Главная цель книги – познакомить студентов с основ-
ными понятиями и методами квантовой электроники и на созна-
тельное их применение. Уровень изложения материала требует 
необходимых знаний по квантовой механике и статистической 
физике. 

Автор признателен научному редактору и рецензентам 
за внимательное прочтение рукописи. Сердечная благодарность 
сотрудникам физического факультета Бакинского Государ-
ственного Университета к.ф.-м.н. Эйвазовой Г.М. и Сафаровой 
Г.А. за помощь в работе над рукописью. 

Все замечания и предложения будут приняты автором с 
вниманием и благодарностью. 
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ЗАДАЧИ 
 

1. Рассмотрим в некоторой среде два энергетических уровня 1 
и 2 с энергиями 1W  и 2W  соответственно, 
причем 1 2W W< . Предположим, что атом  
(или молекула) вещества находится пер-
воначально на верхнем 2W  уровне. Так 
как 2 1W W> , то атом будет стремиться са-
мопроизвольно перейти на первый уро-
вень, излучая разность энергий 2 1W W− . 
Энергия, освобождаемая в виде электромагнитной волны, 
соответствует спонтанному излучению. При этом частота 

излучения 2 1
21

W W
h

ν −
=  определяется соотношением Бора, 

h  - постоянная Планка.  
 
1.1 Если уровни энергии 1 и 2 разделены таким интервалом 

энергий 2 1W W− , что частота излучения, соответствующая 
переходу с уровня 2 на уровень 1, приходится на середину 
видимого участка спектра, то каково отношение населённо-
стей этих двух уровней при комнатной температуре в состо-
янии термодинамического равновесия? 

 
1.2 Пусть отношение населённостей 2 1/N N  двух уровней, 

находящихся в термодинамическом равновесии при T =300 
К, равно 1/ e . Вычислите частоту излучения ν , соответ-
ствующую переходу между этими уровнями, и длину волны 
излучения λ . В какую область электромагнитного спектра 
попадает излучение с такой частотой? Какому типу лазера 
соответствует данное излучение? 

 
2. В 1917г. А. Эйнштейн  провел классическое рассмотре-
ние спонтанного и вынужденного испускания и поглощения 
электромагнитного излучения на основе термодинамических 
соображений. Он рассмотрел ансамбль атомов, находящихся в 
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термодинамическом равновесии с окружающей средой. Между 
уровнями ансамбля происходят квантовые переходы, соответ-
ствующие испусканию или поглощению электромагнитного из-
лучения. При статическом равновесии излучение характеризует-
ся спектральной плотностью ( )ρ ν , которая определяется фор-
мулой Планка: 

                                         
2

3
8( )

1
h
kT

h
c

e
ν

πν νρ ν =

−

,                             (1) 

где 
2

3
8

c
πν  определяет число степеней свободы (число возмож-

ных типов колебаний или мод) в единице объёма на единицу 

частоты, а /( 1)
h
kTh e
ν

ε ν= −  -средняя энергия на одну степень 
свободы, T  – температура среды. 

Кинетические уравнения для двух уровней, между кото-
рыми происходят переходы, имеют вид: 
 

[ ]2 2 21 21 1 12( ) ( ) ,ρ ν ρ ν= − + +dN N A B dt N B dt  
                                                                                    (2) 

[ ]1 1 12 2 21 21( ) ( ) .ρ ν ρ ν= − + +dN N B dt N A B dt  
 
Индуцированное излучение происходит под действием внешне-
го электромагнитного поля и вероятность его, очевидно, ~ 

21( )B dtρ ν , где 21B ~ вероятность индуцированного излучения, а 

12B ~ вероятность индуцированного поглощения для единичной 
плотности электромагнитного поля за единицу времени.  

Аналогично происходит процесс поглощения. В этом слу-
чае вероятность пропорциональна спектральной плотности 
энергии вынуждающего излучения ( )ρ ν  на частоте перехода. 
Плотность энергии поля в интервале dν ν ν÷ +  равняется 

( )d dρ ρ ν ν= .  
В состоянии равновесия 1 2dN dN= , отсюда  

[ ]2 21 21 1 12( ) ( )ρ ν ρ ν+ =N A B N B  
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и  

                                  21

12 1 2 21
( )

/
A

B N N B
ρ ν =

−
.                                (3) 

 
Согласно распределению Больцмана, в термодинамическом рав-
новесии 

                              2 1
2 1 2 1/ ( / )exp W WN N g g

kT
− = − 

 
.                   (4) 

Подставив (4) в (3), получим 

                          21

1 1 2
12 21

2

( )
exp

A
g W WB B
g kT

ρ ν =
− − − 

 

.                   (5) 

 
2.1 Вывести связь между коэффициентами Эйнштейна 21 12,A B  

и 21B , используя формулы (1)-(5). Оценить 21A  через 

21B 21B  в оптическом диапазоне на длине волны λ =500 нм. 
 
2.2 Показать, что вероятность индуцированного излучения, от-

несенная к вероятности спонтанного излучения, равна сред-
нему числу квантов в моде. Оценить температуру T  в опти-
ческом диапазоне ( 146 10ν = ⋅ Гц), соответствующую равен-
ству вероятностей. 

 
3. Вместо величины ( )ρ ν  можно ввести понятие спектральной 

плотности энергии λρ , определяемой таким образом, что 
dλρ λ  дает плотность энергии электромагнитного излучения 

с длинами волн в интервале dλ λ λ÷ + . Найдите соотноше-
ние между λρ  и ( )ρ ν . 

 
4. Учитывая, что ( ) ( )d dρ ν ν ρ λ λ= −  представьте формулу 

Планка в функции длины волны λ . Покажите, что формула 
Планка: 
a) принимает вид 5( ) (1/ )f Tρ λ λ λ−= , 
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б) удовлетворяет закону Стефана– Больцмана 
4( ) .d const Tρ ρ λ λ= = ⋅∫ , 

в) закону Вина max .T constλ =  
 
5. Покажите, что при низких частотах формула Планка приво-

дится к выражению Рэлея-Джинса. Какой вид она принимает 
при высоких частотах? 

 
6**. Оценить аналитически время жизни атома в возбужденном 

состоянии 21τ . Каков порядок величины 21 211/A τ=  в оптиче-
ском диапазоне?  

      Считать, что двухуровневая система с частотой 0ν  аналогична 
осциллирующему диполю с затуханием на частоте 0ν  (клас-
сический аналог спонтанного излучения). При этом учесть, 
что мощность излучения колеблющегося электрона 

2..

3
012r

ndP
cπε

= , где 0d er=  амплитудное значение вектора d


, 

0ε  - электрическая постоянная, c - скорость света в вакууме, 
n - показатель преломления среды, в которой находится ди-
поль. 

 
7**. Рассмотреть воздействие внешнего монохроматического 

поля на атомный осциллятор. Под действием этого поля ато-
мы совершают вынужденные колебания. При этом атомы из-
лучают. Задача является классическим аналогом индуциро-
ванного излучения. Рассчитать: 
а) электрический дипольный момент атома, 
б) мощность, излучаемую под действием монохроматического 
поля oE E cos tω= , 

в) рассмотреть случай, когда 2 2
0ν ν  или 2 2

0λ λ . Покажите, 

что интенсивность рассеянного света ~ 4λ− , где λ  - длина 
волны падающего и рассеянного излучений. Объясните голу-
бой цвет неба. 
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8*. Исходя из соотношения неопределенностей Гейзенберга 

между импульсом частицы и соответствующей координатой, 
оценить энергию основного состояния атома водорода, а 
также ширину уровня, соответствующего основному состо-
янию. При этом: ~p r∆ ⋅∆  ; ~W t∆ ⋅∆  . 

 
9**. Вывести зависимость ширины спектральной линии от 

мощности излучения, приводящую к эффекту сужения спек-
тра генерации лазерного излучения. 

 
10**. Получить форму линии излучения для случая естествен-

ного уширения. Вывод проводить на классической модели 
экспоненциально затухающего гармонического осциллятора 
диполя. При этом использовать преобразование Фурье, со-
гласно которому Фурье-образ ( )f t  выражается ( )g ω : 

1( ) ( ) ,
2

i tg f t e dtωω
π

∞
−

−∞

= ∫  

1( ) ( )
2

i tf t g e dωω ω
π

∞

−∞

= ∫ . 

 
Объяснить естественное уширение с точки зрения: 
a) классической электродинамики, 
б)   квантовой механики. 

 
11. Получить форму спектральной линии для случая столкнови-

тельного уширения. Оценить вклад в однородное уширение 
естественного и столкновительного типов уширений. Ис-
пользовать: средняя тепловая скорость атомов 

8 /kT Mυ π= , средняя длина свободного пробега 

2
1

4 a nπ
= , где M - масса атома, a  - радиус атома, n  - кон-

центрация атомов. 
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12. Получить форму спектральной линии для случая доплеров-
ского уширения. Оценить вклад неоднородного уширения в 
ширину линии излучения лазерного перехода He-Ne лазера 
на длине волны 0.63 мкм. Использовать: максвелловское 
распределение частиц по скоростям  

2
exp

2 2
m mdN d
kT kT

υ υ
π

 
= −  

 
. 

 
13. Рассмотрим классическое движение магнитного момента µ  
в магнитном поле H


. Как известно, уравнение движение µ  

имеет вид: 

,d H
dt
µ γ µ =  

  , 

где γ  - гиромагнитное отношение, 2
h
πµγ
ξ

=


 , ξ


- механический 

момент. Перейдем во вращающую систему координат. Для про-
извольного вектора L


 при переходе во вращающую систему 

координат  

,dL dL L
dt dt

′  = + Ω 

 
 

. 

dL
dt
′


 - скорость изменения вектора L


 в системе координат, вра-

щающейся с угловой скоростью Ω


. Отсюда применительно к 
вектору µ  получаем 

,d d
dt dt
µ µ µ

′  = + Ω 

    . 

 
После преобразований получаем 

, , ,

, , , ( ) ,

d d H
dt dt

H H H

µ µ µ γ µ µ

µ γ µ µ γ γ µ
γ γ

′      = − Ω = + Ω =     

   Ω Ω   + Ω = + = +      
   

      

 
      
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уравнение движения µ  во вращающей системе координат. Из 
сравнения полученного уравнения с уравнением в неподвижной 
системе координат видно, что полученное уравнение аналогич-
но с той лишь разницей, что вместо вектора H


 в полученное 

уравнение входит effH H
γ
Ω

= +


 
. 

В постоянном oH


 поле параллельном оси z  изучим пре-
цессию магнитного момента µ .  

В неподвижной системе координат вектор oH


 имеет сле-
дующие составляющие: 0, 0, ,x y z oH H H H= = =  а вектор Ω


 - 

{ }0, 0,i j kΩ
 

, т.е. вектор угловой скорости параллелен оси z .  

Во вращающейся системе координат: oH


- 

{ }0, 0, oi j kH⋅ ⋅
 

, а Ω


 - { }0, 0,i j k− Ω
 

. Отсюда во вращающейся 

системе координат:  

0, 0, ( )eff o oH H H i j k H
γ γ γ

 Ω Ω Ω
= + = + = ⋅ ⋅ − 

 

 
    

, 

 

Если выполняется условие oH
γ
Ω

= , то 0o effH =


. Отсюда 

0d
dt
µ
=



 и .constµ =
 . Таким образом, для наблюдателя во вра-

щающейся со скоростью o oHγΩ = = Ω  системе координат µ  
неподвижен. Это значит, что в постоянном oH


 вектор µ  пре-

цессирует вокруг направления поля с угловой частотой 
o oHγΩ = , называемой ларморовой частотой.  

 
13.1 Изучая движение постоянного магнитного момента µ  в 

постоянном oH


, т.е. рассматривая уравнение 
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, o
d H
dt
µ γ µ =  

   переходят к системе координат, вращаю-

щейся с ларморовой частотой вокруг направления поля oH


. 

В ней ( ) 0rot
d
dt
µ

=


, т.е. .constµ =
  Отсюда следует вывод, что 

µ  вращается с ларморовой частотой вокруг направления 
поля oH


.  

Получить тот же результат, не переходя к вращающейся си-
стеме координат, непосредственно решая уравнение движе-
ния для µ .  

 
13.2** Исходя из уравнения Блоха в виде: 
 

2 2 1
, ,yx z oJJ J JdJ J H i j k

dt T T T
γ

− = − − − 


   

 

 
где J


- намагниченность, 1,2T  – спин-решеточная и спин-

спиновая релаксации, H


- магнитное поле, oM  - равновес-
ное значение намагниченности, получить зависимость мни-
мой χ′′  и действительной χ′  частей магнитной восприим-
чивости от частоты. 
Примечание: при выводе использовать приближение мед-
ленного изменения внешнего поля H


. Построить кривые 

( )χ ω′  и ( )χ ω′′ . Вычислить ширину линии поглощения ω∆ . 
 
14. При ядерном магнитном резонансе имеет место взаимодей-

ствие между спиновыми состояниями протона и электро-
магнитным излучением. Если на вещество действует посто-
янное H =1 Вб/м2 в z  направлении, то какова частота резо-
нансного поглощения, возникающего за счет расщепления 
спиновых состояний протонов?  
Указание: оператор спина для протона отличается от опера-
тора спина для электрона. 



 13 

 
15**. а) Определить на каком расстоянии L  от магнита следует 

поставить накопительную колбу, чтобы в центр отверстия 
колбы попадали частицы, обладающие наиболее вероятной 
υ . Частицы – атомы водорода из пучка активных частиц в 
квантовом генераторе на пучке атомов водорода. Геометрия 
эксперимента следующая: для простоты точечный источник 
частиц пучка О помещен на входе магнита длиной   на оси 
z  (О – начало отсчета координаты z ). Величина H  в ради-

альном направлении меняется как 
2

2o
RH H
a

= . Энергия вза-

имодействия частиц с магнитным полем W Hµ= −
 , где для 

частиц, находящихся на верхнем рабочем уровне µ µ= −
  .  

Для оценок задаться следующими значениями: 
310 ; 0.5oH

a
kT
µ −= =


см; = 40 см. 

б) Показать траектории частиц, находящихся на верхнем и 
нижнем уровнях. Как происходит сортировка частиц? 

 
16. Вычислить расстояние между центрами тяжести ядер в мо-

лекуле Na23Cl35. Известно, что в первом приближении двух-
атомную молекулу можно рассматривать, состоящей из двух 
точечных масс (масс ядер, входящих в молекулу), расстоя-
ние между которыми строго фиксировано. B - вращательная 
постоянная молекулы Na23Cl35 равна B = 96.54 10⋅ Гц, 

241.67 10pm −= ⋅ г. 
 
17. В поисках среды, способной усиливать электромагнитное 

излучение в диапазоне миллиметровых волн, вычислялась 
населенность нижних чисто вращательных уровней линей-
ной молекулы C12O16 при температуре T =300 К. Её враща-
тельная постоянная B = 58000 МГц, длина волны излучения, 
соответствующая переходам между соседними уровнями, 

3λ ≈ мм. В результате расчёта выяснилось, что число частиц 
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на верхнем из каждой пары соседних вращательных уровней 
больше, чем на нижнем уровне 1j jN N+ > .  

 
17.1 Казалось бы, что такая среда способна усиливать проходя-

щее через неё излучение с 3λ ≈ мм. Так ли это? 
 
17.2 Проверить также правильность утверждения 1j jN N+ > , 

вычислив отношение числа частиц на уровнях. 
 

18. Приписать значение отрицательной температуры системе 
двух энергетических уровней. Населенность верхнего и 
нижнего уровней соответственно 161 10× см-3 и 160.5 10× см-3. 
Кратность вырождения верхнего уровня равна 2, нижний 
уровень не вырожден. Возможно ли в рассматриваемой си-
стеме 
а) усиление? 
б) поглощение? 

 
19*. Получить условия инверсии в трехуровневой системе в оп-

тическом диапазоне при условиях: 
а) h kTν  , 
б) 6 7

3 10 10τ − −≈ ÷ с, 

в) 3
2 10τ −≈ с, 

г) генерация ещё не началась, всё определяют спонтанные 
переходы, 
д) накачка идёт на верхний уровень. 

 
20. Получить условия инверсии для четырехуровневой системы. 

Найти отличие в пороговых условиях от трёхуровневой си-
стемы. Объяснить разницу качественно с физической точки 
зрения. 

 
21. Получить условия инверсии населённостей в трёхуровневой 

системе в условиях радиодиапазона (велика вероятность 
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тепловых безизлучательных переходов, мало влияние спон-
танного излучения). В системе действует внешняя накачка. 

 
22. Оценить к.п.д.: 

а) молекулярного СО2 лазера, 
б) полупроводникового инжекционного лазера с p-n перехо-
дом, например, GaAs, 
в) атомарного He-Ne лазера. 
Сравнить их к.п.д. Какой из перечисленных типов лазеров 
имеет наибольшее к.п.д., какой наименьшее? Зная, что в 
случае: 
а) 

2.верх COE =2349.16 см-1, 
2.ниж COE =1285.4 см-1. Определить 

длину волны излучения СО2 лазера, 
б) напряжение U , прикладываемое к p-n переходу в прямом 

направлении для создания инверсии, равно U =1 В, 
в) **NeE′ =20.66 эВ, *NeE =18.704 эВ, **NeE′′ =20.368 эВ, ekT =7 

эВ, экспер. разр.i =20 мА, U разр.=1 кВ, Рвых.=(0.1 ÷0.001) Вт. 
Определить теоретическое и экспериментальное к.п.д. 
He-Ne лазера. 

 
23. Определить пороговое 

условие генерации и зави-
симость порогового коэф-
фициента усиления в лазе-
ре, если 1,2r  - коэффициен-
ты отражения зеркал, L – 
длина резонатора, ,α β  -
коэффициенты усиления и потерь в среде.  

 
24. Определить пороговую мощность накачки лампы-вспышки, 

необходимую для накачки твердотельного лазера. Число ак-
тивных частиц в кристалле 191 10n = ⋅ част./cм3, объём кри-
сталла V=10 см3. Время жизни на верхнем рабочем уровне 

спτ = 33 10−⋅ с. Середина полосы, в которую происходит ос-
новное поглощение излучения источника накачки, соответ-
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ствует частоте 146 10ν = ⋅ Гц. Принять к.п.д. лампы накачки 
равным 100%. 

 
25. Зеркала резонатора с 1r =1, 2r = 0.9 нанесены прямо на торцы 

стержня активного вещества длиной L = 10 см. Потерями в 
стержне активного вещества и на зеркалах (за исключением 
потерь на излучение) пренебречь. 

  Определить величину коэффициента квантового усиле-
ния активной среды, необходимую для возникновения гене-
рации в лазере, а также minL , которую может иметь рубино-
вый лазер с такими зеркалами, если в рубине создана полная 
инверсия (коэффициент усиления равен 0.3 см-1). 

 
26. Оценить пороговую мощность накачки рубинового лазера. 

Потерями пренебречь. Длина стержня 10L = см, сечение 
стержня 2 / 4dπ = 1 см2. Пороговая мощность накачки будет 
определяться только потерями на излучение в зеркалах, где 

1r =1, 2r = 0.6. Параметры рубина: концентрация ионов Cr3+ 

равняется 191.6 10n = ⋅ см-3, распределение частиц по уров-
ням (например, при T =290 К концентрация ионов на уровне 
2E  равняется 2

190.466 10En = ⋅ см-3, 2
190.405 10An = ⋅ см-3, 

4
2

190.73 10An = ⋅ см-3), 
1

122.9 10Rhν −⋅ эрг= 192.9 10−⋅ Дж, 

4 4
2 2

4.2ν → =A Fh  1210−⋅ эрг= 4.2 1910−⋅ Дж, 21 300A = с-1, к.п.д. 

равен 1, вырождение уровней 2 2Eg = , 4
2

4Ag = .  

 
27. Определить пороговую населенность 2, .порN  верхнего рабо-

чего уровня ( 2E ) рубинового лазера и минимальную энер-
гию накачки рубинового лазера. 

 
28**. Рассчитать добротность резонатора Q  и время жизни фо-

тона rτ  в резонаторе Фабри-Перо с плоскими зеркалами. 
Расстояние между зеркалами 1L = м. В резонаторе возбуж-
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дается основной тип колебаний TEMooq, образуемый двумя 
бегущими навстречу друг другу плоскими волнами 
( 0.6λ = мкм). Среда, заполняющая резонатор, слабо погло-
щающая (коэффициент поглощения 0.001β = см-1). 

1 2 95%r r= = . Размеры зеркал много больше, чем диаметр 
луча, по этой причине дифракционными потерями можно 
пренебречь. 

 
29. При следующих параметрах оптического резонатора: R1=∞ , 

R2=100 см, L=50 cм  
а) оценить разницу между частотами 1-го порядка попереч-

ного типа колебания TEM01 и основного типа TEM00 для 
пустого резонатора,  

       б) определить тип резонатора, 
       в) каково распределение поля внутри резонатора? 
 
30. Определить дифракционные потери для основной моды 

TEM00 и для поперечной моды 
TEM01  в резонаторе с плоскими 
зеркалами круглой формы. 

1L = 00 см, 0.63λ = мкм, апер-
турный размер зеркал равен 0.5 
см. Считать, что корни функции 
Бесселя: (1) (1)

0 12.40; 3.83λ λ  . 
Какому участку g-диаграммы соответствует такой резона-
тор? 

 
31*. Определить оптимальный коэффициент пропускания зер-

кал Тopt ( 1 2r r= ) резонатора лазера, позволяющий получить 
максимальную выходную мощность. Коэффициент ненасы-
щенного усиления за проход 0α , коэффициент потерь за 
проход β . Дифракционными потерями пренебречь. Пара-
метры резонатора: 10L = см, 0α =0.1 см-1, β =0.01 см-1. 
Учесть, что активная среда заполняет весь резонатор.  
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32. Оценить угол расхождения пучка основного типа колебания 
конфокального резонатора. Для счета принять: 1λ =  мкм, 

1 2 2L R R= = − = м. При этом апертурный размер зеркал ве-
лик и дифракционные эффекты малы. 
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РЕШЕНИЯ 

 
1.1 Согласно распределению Больцмана в условиях теплового 
равновесия между веществом и средой имеет место следующее 
соотношение 

0 exp( / )
exp( / )

i i
i

i i
i

N g W kTN
g W kT

−
=

−∑
, 

где i  обозначает номер энергетического уровня (см. рис.). Рас-
пишем iN , например, для первого уровня: 
 

  0 1 1
1

exp( / )
exp( / )i i

i

N g W kTN
g W kT

−
=

−∑
.  

 
Из рисунка видно, что населённо-
сти уровней уменьшаются с воз-
растанием энергии уровня. С уве-
личением температуры населённо-
сти верхних уровней растут, но всё 
же остаются меньше населённо-
стей нижних уровней (сравнить 
кривые на рис.). 

Отношение населённостей двух уровней будет равно: 
 

2 1 2 1/ exp[ ( ) / ]N N W W kT= − − . 
Так как 

21 2 1W W W hν∆ = − = , 
 
найдем 2 1/ exp( / ) exp( 100) 1N N h kTν= − ≈ −  , т.е. 2 1N N . 
Вывод: В равновесном состоянии нижние уровни всегда заселе-
ны больше, чем верхние. Поэтому обычно вещество не усилива-
ет, а поглощает излучение. Чтобы сделать вещество усиливаю-
щим надо нарушить его тепловое равновесие так, чтобы хотя бы 
для одной пары уровней выполнялось условие 2 1N N> . 
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1.2 2 1 2 1/ exp[ ( ) / ]N N W W kT= − − = 1exp( )h e
kT
ν −− = , /kT hν = =  

130.77 10= ⋅ Гц. 3/ 3.9 10сλ ν −= = ⋅ см  40 мкм, что относится к 
области субмиллиметровых волн. Для справки: излучение СО2 
лазера происходит на λ =10.6 мкм, пары Н2О излучают на 118 
мкм, а молекулы НВr на 30 мкм. 
Вывод: В лазерах обычно 2 1W W− kT  и в соответствии со 
статистикой Больцмана почти все атомы при термодинамиче-
ском равновесии находятся в основном состоянии. Для оптиче-
ского генератора на стекле неодима 21W kT∆   при 500T K≤ , 
поэтому эти лазеры работают при комнатной температуре и не 
требуют охлаждения до низких температур. 
 
2.1. Согласно Планку  

                                  
2

3
8( )

1
h
kT

h
c

e
ν

πν νρ ν =

−

,                                 (1) 

согласно Эйнштейну  
 

21

1 1 2
12 21

2

( )
exp

A
g W WB B
g kT

ρ ν =
− − − 

 

. (2) 

 
Поскольку при T →∞  согласно (1) ( )ρ ν  должно неограничен-
но расти, то, полагая знаменатель выражения (2) равным нулю, 
получаем 
 

1 1 2
12 21

2
expg W WB B

g kT
− − = 

 
. 

 
Откуда, так как при этом  

1 2exp W W
kT
− − 

 
=1, 
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то получаем  
1

12 21
2

gB B
g

= . 

 
Сопоставляя выражения (1) и (2), получаем:  

3 3
21 21/ 8 /A B h cπν= . 

Отсюда  
 

3 3
21 21 /8B c A hπ ν= , а 3 3 15

21 21 218 / 1.66 10A h B c Bπ ν −= = ⋅ . 
 
Несмотря на такое соотношение в оптическом диапазоне спон-
танные переходы преобладают над вынужденными, так как при 

300T K=  спектральная плотность энергии ( )ρ ν  невелика, а 
вероятность индуцированного перехода ( ) 21~ ρ ν B dt . Отсюда 

для /h kTν =100, ( ) ( ) 15 100 7
21 21/ /10 10ρ ν ρ ν − − −= = B A e . 

 
2.2 3 3

21 218 /A h B cπ ν=  (см. предыдущую задачу). Отсюда 
2 3

21 21/ (8 / )A B c hπν ν= . Согласно формуле Планка  
 

2

3
8( )

1
h
kT

h
c

e
ν

πν νρ ν =

−

. 

 
Из сравнения имеем: ( ) /

21 21/ 1νρ ν  = − 
h kTA B e . Вероятности 

обоих переходов одинаковы, т.е. ( )21 21ρ ν=A B  в оптическом 

диапазоне приблизительно при 4~ 10T K .  
Оценим температуру более точно: из соотношения 

/h kTν  ln 2 , получаем 328 10 / ln 2T ⋅ .  
Таким образом, при T=28000 K вероятности одинаковы.  
С другой стороны это условие соответствует 
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( ) /
21 21/ 1νρ ν  = − 

h kTA B e . 
 

Здесь / ,h nε ν =  где //( 1)h kTh e νε ν= − -средняя энергия излуче-
ния на одну (моду) степень свободы, а n  - среднее число кван-
тов в одной моде. В случае равенства вероятностей, т.е. 

( )21 21ρ ν=A B , n =1, т. е. данное равенство вероятностей – это 
условие существования одного кванта энергии в каждой моде. 
 
3. Согласно определению ( )ρ ν  - спектральная плотность энер-
гии, излучаемой в частотном интервале dν , а dλ  - интервал 
длин волн, соответствующий dν . Поскольку cλν = , то 

0d dν λ λ ν+ = , т.е. ( ) ( )ν λρ ν ν ρ ν
λ

= − =
dd  

2( ) ( )ρ ν λ ρ λ λ
λ

= − = −
c d d . 

Таким образом, 
2

( ) ( )
c
λρ ν ρ λ=  или 2( ) ( )cρ λ ρ ν

λ
= . 

 

4. а) 
3

3 /
8 1( , ) ( )

1h kT
hT

c e ν
ν ν π νρ λ ρ ν
λ λ

= = =
−

 

       = 5
5 /

8 1 (1/ )
1hc kT

hc f T
e λ

π λ λ
λ

−= ⋅
−

. 

 

б)
4 4 3

4
3 3

0 0

8( , ) ~
1x

k T x dxT d T
h c e
πρ ρ λ λ

∞ ∞

= =
−∫ ∫ , где /x hc kTλ= , 

2/dx hcd ktλ λ= − .  
 

Отсюда получили закон Стефана-Больцмана, утверждаю-
щий, что полная объёмная плотность энергии ~ 4T . 
в) Максимальное значение ( , )Tρ λ  при данной Т находится при 
том maxλ , для которого знаменатель выражения ( , )Tρ λ  равен 
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min , т.е. 5 /( 1) minhc kTe λλ − = . Обозначим /hc kT aλ = , тогда 

знаменатель равен 5( 1) / minxa e x− = . Экстремум этого выра-
жения по x  определяется при max/ .x hc kT constλ= =  Отсюда 
получаем известное выражение для закона смещения Вина - 

max .T constλ = , который гласит, что максимум энергии в спектре 
равновесного излучения приходится на maxλ , которая обратно 
пропорциональна температуре излучающего тела. 
 
5. В формуле Планка  

2

3 /
8( )

e 1h kT
h

c ν
πν νρ ν =

−
 

 
для низких частот h kTν   экспоненту можно разложить в ряд 
и ограничиться первыми двумя членами, что дает: 
 

2 2

3 3
8 8( )

1 / 1
h kT

h kTc c
πν ν πνρ ν

ν
= =

+ −
. 

 
Полученная формула отражает закон Рэлея-Джинса, кото-

рый согласуется с экспериментом при малых ν  (в длинновол-
новой области спектра). С ростом частоты энергии согласно за-
кону, должна расти, достигая больших значений в далёкой УФ 
области (ультрафиолетовая катастрофа). Закон был выведен из 
классических представлений о равномерном распределении 
энергии по степеням свободы. 

Для высоких частот h kTν   формула Планка принимает 
вид  

3
/

3
8( ) e h kTh

c
νπ νρ ν −= , 

что выражает закон Вина. 
 

6. Проведём полуклассическое рассмотрение явления спонтан-
ного излучения. В таком рассмотрении используется аналогия 
между атомной системой, имеющей два уровня с частотой пере-
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хода между ними 0ν , и классическим электрическим диполем, 
который также осциллирует на той же самой частоте 0ν  (экспо-
ненциально затухая). С чисто классической точки зрения рас-
смотрим атомную модель, в которой электрон с массой em  и 
зарядом e , упруго связанный с атомом, колеблется около свое-
го положения равновесия с собственной частотой 0ν , т.е. имеем 
дело с осциллирующим диполем (системой из двух разноимен-
ных зарядов, один из которых колеблется около другого с соб-
ственной частотой 0ν ). Здесь 0h Wν = . Такой осциллятор обла-
дает электрическим дипольным моментом. Если считать поло-
жительный заряд фиксированным, то в системе координат, свя-
занной с этим зарядом, координату отрицательного заряда мож-
но записать в виде  
 
              0 0cos( )r r tν ϕ= +

  ,  
 
а дипольный момент d er=

  . 
Уравнение движения атома око-
ло положения равновесия имеет 
вид: 

               
.. .

em r kr rγ ′= − − , 
 
где k - квазиупругая постоянная, 
γ ′ - коэффициент трения.  

.
..

e e

k rr r
m m

γ ′= − − , 2
0/ ek m ν= , / mγ γ′ = , 

.. ..
2 2

0 0 0d er er dν ν= = = , 
..

2
0r rν= − . 

 
Уравнение гармонического осциллятора обычно записывают в 
виде: 
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.. .
2
0 0r r rν γ+ + = . 

Решение уравнения имеет вид:  
/ 2 cos( )tr Ae tγ ω δ−= + . 

 
Поскольку W - энергия осциллятора ~ 2A , то 

/
0 0

t tW W e W eγ τ− −= = . Энергия осциллятора затухает экспонен-
циально с характерным временем τ . Движение осциллятора не 
чисто синусоидально, а скорее синусоидальное с экспоненци-
альным затуханием (см. рис.). Из уравнений Максвелла следует, 
что электрический заряд, движущийся с ускорением, должен 
излучать электромагнитную волну с интенсивностью ~ квадрату 
ускорения. Мощность излучения электрона во время колеба-
тельного его движения  

2.. 2 4
0

3 3
0 012 12r

ndndP
c c

ω
πε πε

= = . 

 
Здесь d - амплитудное значение, 0d er= , n - показатель прелом-
ления среды, где находится диполь, с- скорость света в вакууме. 
Среднее значение полной энергии W  осциллирующего электро-
на определяется следующим образом: 

2

2
e emW потенциальная энергияυ

= + . 

 
Потенциальная энергия  

2 2 2 2
0( ) / 2 / 2 / 2e e eU r kr m r mω υ= = = . 

 
Так как эти значения равны, имеем  

2
2 2 22 / 2

2
e e

e e e e e e
mW m m mυ

υ υ υ= = = = , 

где 
.

0 0 /r r d eυ ω ω= = − = − .  
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Отсюда  
2 2

0/ 2 ( / )e e eW m m d eυ ω= = . 
 
За время dt  осциллятор теряет энергию /dW Wdt τ= −  

0( exp( / ))W W t τ= − . Тогда получаем / rW Pτ =  или  

2
30

0
2 4 3 2 2

0 0 0

( / ) 62/
/12

e
e

r

m d e m cW P
nd c e n

ω πε
τ

ω πε ω
= = = . 

 
Поскольку диполь излучает, то амплитуда 0r  колебаний и, сле-
довательно, амплитуда дипольного момента d  будет со време-
нем уменьшаться (см. график). Но величина τ  остается const, 
так как не зависит от d . Следовательно W  уменьшается  с по-
стоянной τ , т.е. это время жизни осциллирующего диполя. От-
сюда, согласно проводимой аналогии спτ τ= . 

Строгое квантомеханическое рассмотрение даёт следую-
щее выражение  

3
0

23
0

3

2
сп

h c

n d

π ε
τ

πω
= . 

Сравнение обоих выражений даёт:  
 

2 2
0/ 2 /( / 2 )сп m d e hτ τ ω π= . 

 
Оценка этого отношения при ,d ea=  где a - атомный ради-
ус~10-8см, 0 02ω πν=  даёт: / 1.спτ τ ≈   

Таким образом, для количественных оценок спτ  можно 
использовать вывод, полученный из классического рассмотре-
ния. Для  

3
0

2 2
0

6 em c
e n
πε

τ
ω

= , 
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где em - масса электрона, e  -заряд электрона, ~ 1n , получается 
7 8~ (10 10 )cτ − −÷ . Тогда 7 8 1~ (10 10 )A c−÷ - вероятность разре-

шённых электрических дипольных переходов.   
Для магнитных дипольных переходов A  в 105 раз меньше, 

т.е.~103 c-1. 
Из выражения спτ  видна квантомеханическая природа 

спонтанного излучения. 21/ ~спA dτ= . Вероятность перехода 
определяется дипольным матричным элементом перехода. Если 
матричный элемент дипольного момента мал, то переход за-
прещён и наоборот.  

Проводя опять аналогию можно сказать, что оптические 
свойства квантового перехода i k→  совпадают во многом с оп-
тическими свойствами соответствующего осциллятора. Количе-
ственно результаты совпадают, если считать, что амплитуда ди-
польного момента определяется через законы квантовой меха-
ники, т.е.  

*
ik i kd e r dVψ ψ= ∫ , 

так как ~ exp( 2 / )j ji W t hψ π , то *
i kψ ψ  не зависит от t.  

 
7. Под влиянием внешней вынуждающей силы sinmE E tω=  
уравнение осциллятора имеет вид:  

. ..
2
0 sinвнеш mr mr m r F eE tω ω+ + = = . 

 
Так как напряженность электрического поля имеет синусои-
дальный характер, запишем E  в комплексной форме i t

mE e ω , а 

r  заменим на i i t
mr r e ϕ ω+= , причём r  изменяется с частотой вы-

нуждающего поля, где ϕ  фаза собственных колебаний. Пере-
пишем уравнение в виде: 
 

.. .
2
0 sin /внеш mr r r F eE t mω γ ω+ + = =  

2 2
0/ ( )m mr eE m iω ω γω= − − + , 
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где 
..

2d dω= . 
Отсюда:  
а) индуцированный электрический дипольный момент имеет 
комплексную амплитуду: 

2

2 2
0( )

m
m m

e Ed er
m iω ω γω

= − =
− +

, 

 
модуль которой равен:  

2 2 2 2 2 2
0/ ( )m md e E m ω ω γ ω= − + . 

 
б) Мощность, излучаемая  

4 22 4 4

3 3 2 2 2 2 2 2
0 0 012 12 [( ) ]

m
r

e End nP
c c m

ω ω
πε πε ω ω γ ω

= =
− +

. 

 
в) Если 2 2

0ω ω , т.е. частота собственных колебаний больше 
частоты вынуждающей силы, то  

4 24
4 4

3 2 4
0 0

~ ~
12

m
r

e EnP
c m

ω ω λ
πε ω

−= . 

 
Модель рассеяния – падающее монохроматическое излу-

чение рассеивается на осциллирующем атоме, причём частота 
падающего поля и рассеянного одинаковы при 2 2

0ω ω . 
Отношение интенсивностей рассеяния голубого и красно-

го цвета будет равно ~ 4( / ) 9.38кр голλ λ = . Интенсивность рассе-
яния голубого цвета в 10 раз больше, чем красного, т.е. в рассе-
ивающем потоке голубая компонента в 10 раз насыщеннее крас-
ной, что и определяет цвет неба.  
 
8. Пусть r  - расстояние между электроном e−  и ядром e . Энер-
гия электрона W  на расстоянии r  ( r d ) складывается из ки-
нетической энергии и потенциальной. Последняя равна энергии 
кулоновского взаимодействия между точечными телами. Энер-
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гия притяжения ядра 2
0/ 4U e rπε= . Отсюда 

2 2
0/ 2 / 4eW p m e rπε= − . minW  получается при наименьших p  и 

r . Но значения возможных p  и r  ограничены снизу соотноше-
нием неопределённостей:  

p r∆ ⋅∆ ≈  . 
Таким образом, средние r  и p  не могут быть меньше, чем 

r∆  и p∆  соответственно. Отсюда для минимальных средних 
значений имеем minr r= ∆ , minp p= ∆ . Перепишем соотно-
шение неопределенностей и W  через средние значения  
 
                       p r⋅ ≈   
и  

           
2 2

2
042 e

eW
rm r πε

= −
 . 

 

Из уравнения 
min

0
W
r

∂
=

∂
 определим 2 2

min 0 / er h m eε π= , что 

соответствует радиусу первой боровской орбиты или наиболее 
вероятному расстоянию r  электрона от ядра.  

Энергия основного состояния атома водорода равна 

0
4 2 2

0 min min( ) /8eW W W r m e hε= = = − . 
 

Определим ширину этого уровня. Из принципа неопределённо-
сти  

0 /W h τ∆  , где tτ = ∆  - время жизни частицы на этом уровне. 
Поскольку основной уровень 0W  соответствует наименьшей 
возможной энергии, т.е. наиболее устойчивому положению си-
стемы (атома), то его τ  равно бесконечности. Отсюда ширина 
основного уровня 0 0W∆ = . 
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9. При анализе процесса взаимодействия предполагалось, что 
ширина энергетических уровней равна нулю и усиление проис-

ходит только на частоте перехода 21ν . Так как. dW
dt

 пропорци-

онально усилению, то для результирующей мощности излуче-
ния было получено: 

dW
dt

~ 2
21 2 1 21

1
( ) ( )gh N N B

g
ν ρ ν− . 

                                   
Учёт ширины уровней ведёт к конечной ширине спектральной 
линии – зависимости мощности излучения (поглощения) от ча-
стоты. Для квантовой механики спектральная линия описывает 
зависимость коэффициента усиления вещества от частоты и ха-
рактеризует полосу усиливаемых частот. 

Используемые до сих пор 21 21,A B  и 12B  описывали веро-
ятность переходов микрочастиц для перехода в целом, поэтому 
они по своему смыслу интегральные коэффициенты. Если же 
рассматривать частотное распределение, то правильнее исполь-
зовать спектральные коэффициенты 21 21( ), ( )A Bν ν  и 12 ( )B ν . 
Связь между ними такая: 

21 21

21 21

12 12

( ) ,

( ) ,

( ) .

A A d

B B d

B B d

ν ν

ν ν

ν ν

+∞

−∞
+∞

−∞
+∞

−∞

=

=

=

∫

∫

∫

 

 
Соотношения, выведенные выше, справедливы для обоих типов 
коэффициентов. Для определения энергетического эффекта вза-
имодействия электромагнитного поля и вещества с учётом ши-
рины спектральной линии надо проинтегрировать спектральные 
мощности индуцированного излучения и поглощения. Мощ-
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ность, излучаемая или отдаваемая веществом электромагнитно-
му полю, будет равна 
 

2
21 21 2 21 1

1

2
21 21 2 1

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

gdWP h B N B N d
dt g

gh B d N N
g

ν ν ρ ν ν ρ ν ν

ν ν ρ ν ν

∞

−∞
∞

−∞

 
= = − = 

 

 
= − 

 

∫ ∫

∫
 

 
Ширина полосы частот колебаний, усиливаемых или генериру-
емых 21ν∆ , обычно меньше ширины соответствующей спек-
тральной линии ν∆ . Поэтому можно приближенно полагать, 
что 21( ) .B constν =  и равным 21 21( )B ν , где 21ν  - центр линии. 
Тогда мощность взаимодействия  
 

2
21 2 1 21

1
( )gdWP h N N B

dt g
ν ν ρ

 
= = − 

 
∫ , 

 
где ρ  - полная плотность энергии электромагнитного поля и по 

определению равняется ( )dρ ρ ν ν
∞

−∞

= ∫ . 

Выразим 21 21( )B ν  через 21B , так как экспериментально 
определяются интегральные коэффициенты Эйнштейна. 
 

21 21 21 21 21( ) ( )B B d Bν ν ν ν
∞

−∞

= ≈ ∆∫ . 

Отсюда для мощности получаем  

2
21 2 1 21 21

1
/gP h N N B

g
ν ρ ν

 
= − ∆ 

 
, 
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где 21 21/B ρ ν∆  -вероятность индуцированного перехода в еди-
ницу времени.  

Таким образом, мощность взаимодействия ~ 211/ ν∆ . В 
процессе усиления электромагнитного излучения в инверсной 
среде происходит изменение его спектрального состава, т.е. ме-
няется форма лини излучения. При первом прохождении среды 
излучение, представляющее набор частот ν ′∆ , уменьшает ин-
версию на N∆ , т.е. “снимает” частицы с верхнего уровня в не-
котором частотном интервале. Наибольшее усиление получает 
излучение на частоте 21ν , совпадающей с максимумом спек-
тральной линии. Остальные частоты получают меньшее усиле-
ние в зависимости от того, насколько они удалены от центра 
линии. При втором, третьем и т. д. проходах усиливающей сре-
ды происходит дальнейшее уменьшение интервала частот, кото-
рые усиливаются ( , ,...ν ν′′ ′′′∆ ∆ ). В результате наблюдается мо-
нохроматизация излучения лазера. 
 
10. Как известно, естественное уширение линии связано с ко-
нечным временем жизни атома в возбуждённом состоянии 21τ . 
По определению 21 211/ Aτ = . Естественная ширина непосред-
ственно определяется вероятностью спонтанного излучения. 
Рассмотрим спонтанное излучение изолированной частицы и 
покажем, что оно распределено в некотором частотном интерва-
ле, другими словами рассмотрим процесс естественного ушире-
ния.  

Контур естественной линии можно определить методами 
квантовой механики. Но получающиеся результаты совпадают с 
результатами, которые даёт рассмотрение классического осцил-
лирующего диполя. Известное решение уравнения классическо-
го диполя запишем в виде 

 
1exp( / 2)exp( )x A t i tγ ν= − , 

 
где 2 2 2

1 0 ( / 2)ν ν γ= − , A - произвольная амплитуда колебаний. 

Интенсивность колебаний 2~ A  и за время 1/τ γ=  падает до 
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величины 0 /I e  ( 0I -начальное значение интенсивности). С точ-
ки зрения квантовой механики τ  - среднее время жизни воз-
буждённого состояния.  

Найдём диапазон частот, излучаемых классическим осцил-
лятором в процессе затухания для 0t > . Выпишем формулы 
Фурье: 

1( ) ( )
2

i tf t g e dωω ω
π

∞

−∞

= ∫  

и 
1( ) ( )
2

i tg f t e dtωω
π

∞
−

−∞

= ∫ . 

 

Полагая 
.

1( ) exp( / 2)exp( )f t x A t i tγ ω= = − , имеем: 
 

1

1

0
/ 2 ( )

0 0

1( ) exp( / 2)exp( )
2

e
2 2

i t

t i t

g A t i t e dt

A Adt

ω

γ ω ω

ω γ ω
π

π π

∞
−

−∞

∞ ∞
− + −

∞

= − =

 
 = = −
 
 

∫

∫ ∫ ∫
 

 
Из равенства нулю первого интеграла получаем: 
 

1 1

1( )
( / 2)2 2 ( / 2)

A iAg
i i i

ω
ω ω γπ π ω ω γ

= − =
− + − +

. 

 
Полученное выражение определяет амплитуду колебаний. Рас-
пределение интенсивности как функция частоты даётся форму-
лой ( ) * ( )I g gω ω= : 

( )

2

2
2

12
4

AI
γπ ω ω

=
 

− + 
  

. 
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Полученное выражение даёт симметричный контур. Такая 

форма контура спектральной линии называется естественной 
или лоренцевой. 
Вывод: а)С точки зрения классической электродинамики есте-
ственная ширина линии объясняется затуханием ( γ ) движения 
изолированного осциллятора (модель излучателя) за счёт силы 
лучистого трения (лоренцевой силы трения), где сила обуслов-
лена излучением заряда при его движении с ускорением.  

б)С точки зрения квантовой механики данная ширина 
определяется 21τ (см. начало задачи). 
 
11. В реальных условиях атом не изолирован в среде, он взаи-
модействует с окружающими его частицами. Взаимодействие в 
газах- это столкновения атомов с соседними атомами, ионами, 
свободными электронами и т.д. В твердых телах – это взаимо-
действие электрона с кристаллической решёткой, в узлах кото-
рой расположены колеблющиеся около положения равновесия 
атомы или ионы. Воздействие других частиц ведёт к уменьше-
нию времени жизни эквивалентного осциллятора, а форма спек-
тральной линии при этом остаётся такой же, что и в случае изо-
лированного атома, только ширина ν γ∆ =  увеличивается. Так 

как 
21

1 1

ст
γ

τ τ
′ = + , где τ  - время свободного пробега между со-

ударениями, то 
max

2 2
0

/ 4( )
( ) / 4

II γ
ν

ν ν γ
′

=
′− +

. 

 
Таким образом, учёт соударений ведёт к уширению линии. 

Столкновительная и естественная ширина линии составляют 
однородную ширину линии. Оценим порядок столкновительной 
ширины  

1/ст cтγ τ= , 
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где /стτ υ=  ,   средняя длина свободного пробега, υ  средняя 
тепловая скорость атомов. В разрежённом газе, при низких дав-
лениях, молекулы рассматриваются как упругие шарики диа-
метром, равным эффективному сечению σ , причём взаимодей-
ствуют они только в момент соударения. В этом приближении  

2 21/ / 4n kT a pπσ π= = , 
 
где n -концентрация молекул, p nkT= , a -расстояние между 
атомами ~10-8 см. Отсюда  

2 2 1/8 / 4 / 2 (8 )ст M kT kT a p MkT paτ π π π −= ⋅ = ⋅  
 
Оценки для атомов Ne при 0.5p = мм рт.ст. и T =300 K дают 

величину 60.5 10стτ −≈ ⋅ c. Отсюда стν∆ ~2 Мгц. Поскольку 
~ 1/ст pτ , то ~ст pν∆ . Обычно стν∆  ~ (2 ÷ 30) МГц/торр.  

Столкновение нарушает процесс когерентного взаимодей-
ствия атома с падающей электромагнитной волной. Из-за столк-
новений уширяется линия каждого отдельного атома, отсюда и 
всей системы в целом в одинаковой степени. 
 
12. Рассмотрим газ, неподвижные атомы (молекулы, ионы) ко-
торого излучают или поглощают на частотах, лежащих внутри 
очень узкой полосы с максимумом на 0ν . Для движущихся ато-
мов эти частоты сдвигаются из-за эффекта Доплера. При этом 
важны направления скорости υ  атомов, направленные вдоль 
линии наблюдения. Пусть составляющая υ  атомов вдоль этой 

линии υ . Наблюдаемая частота 0 (1 )
c
υν ν= ± , где 0

0
cν ν

υ
ν
−

= . 

Знак плюс соответствует приближающимся атомам, минус – 
удаляющимся. 

0 0, /dd d cd
c
νν ν υ ν ν= = . 

Согласно максвелловскому распределению по скоростям 
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2
exp( )

2 2
m mdN d
kT kT

υ υ
π

= − ⋅ . 

 
Вероятность того, что частота, излучаемая в направлении υ , 
лежит в интервале dν ν ν÷ +  будет 

2
20

2
0

( )
2

0
e

2

m c
kTc mdN d

kT

ν ν
ν ν

ν π

−
−

= ⋅  

 
Это есть доля от общего числа атомов, которая излучает или 
поглощает в направлении наблюдения. Так как интенсивность ~ 
числу излучающих частиц, то следует, что  

2 2
2 20 0

2 2
0 0

( ) ( )
2 2

0 max( ) e e
m mc c
kT kTI I I

ν ν ν ν
ν νν
− −

− −
= = , 

 
где 0I -интенсивность при 0ν ν= , 

max 0I I I= = .  
Такая форма спектральной ли-

нии описывается функцией Гаусса и 
называется доплеровской линией. 
Ширина линии Dν∆ -это частотный 
интервал, на концах которого интен-
сивность равна max / 2I . 

2
20

max 2
0

( )ln / ln 2
2
mI I c
kT

ν ν
ν
−

= = − . 

В результате получаем  

0 2
22 ln 2D

kT
mc

ν ν∆ = , 

которая определяется через температуру газа и массу движу-
щихся  
частиц. Оценим Dν∆  для He-Ne лазера на 0.63λ = мкм, 

2410Nem −= г. Для Dν∆  получается Dν∆ = 38 10⋅ МГц. 
Коэффициент усиления ( ) ~α ν  доле атомов  



 37 

 
204 ln 2( )2 ln 2( ) D

D
e

ν ν
να ν

π ν

−
−

∆=
∆

. 

2 20 04 ln 2( ) ( )
0.6

0 0
1 ( ) D D

dI e e
I dx

ν ν ν ν
ν να α ν ν ν
− −

− −
∆ ⋅∆= = + = ≈  

 
13.1. Пусть 0H


параллелен оси oz . Из уравнения  

 

[ ]0,d H
dt
µ γ µ=


  

имеем: 

0 0 0sin( )x
y y y

x

dd H H H
dt dt

µµ γµ µ γµ∧  = = = 
 

,    0sin( )y Hµ ∧ =1, 

 

   0 0 0sin( )y
x x x

y

dd H H H
dt dt

µµ γµ µ γµ∧  = = = − 
 

,   0sin( ) 1x Hµ ∧ = − , 

 

0 0sin 0z
z z

z

dd H H
dt dt

µµ γµ µ ∧  = = ⋅ = 
 

,                0sin z Hµ ∧ =0. 

 
Обозначим 0 0Hν γ= . Тогда  

0 ,y
x

d
dt
µ ν µ  = 

 
        0 x

y

d
dt
µ ν µ  = − 

 
 

Отсюда  
2 2

2
02 0x

x
d

dt
µ

ν µ+ =  

 
Решение ищем в виде:  
 
     1 0 2 0cos sin ,x c t c tµ ν ν= +   
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откуда  
 

2 0 1 0
0

1 cos sinx
y

d c t c t
dt
µ

µ ν ν
ν

= = − . 

 
Из выражений ,x yµ µ  видно, что данные компоненты вектора 

постоянного µ  вращаются вокруг направления поля 0H


 с ча-
стотой 0 0Hν γ=  (ларморовой частотой). Конец вектора µ  опи-
сывает круг в плоскости xoy . Действительно  

2 2 2 2
1 2 .x y c c constµ µ+ = + =  

 
где const. определяется из начальных условий: 2 2 2

1 2c cµ = +
 . 

 
13.2. В теории парамагнитного резонанса обычно считают что 
образец находится в сильном постоянном магнитном поле 0H


 

параллельном оси oz . В плоскости перпендикулярной 0H


 (в 
плоскости xoy ) к образцу приложено высокочастотное поле 1H


 

с круговой поляризацией. При вращении 1H


 по часовой стрелке 
компоненты вектора следующие: 
 

1

1

0

cos ,
sin ,

.

x

y

x

H H t
H H t

H H

ν
ν

=

= −

=

 

 
Подставим их в уравнение Блоха, которое запишем для компо-
нент: 
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( )

( )

( )

0 1
2

1 0
2

0
1 1

1

sin ,

cos ,

sin cos .

x x
y z

y y
z x

zz
x y

dJ JJ H J H t
dt T

dJ
J H t J H

dt T
J JdJ J H t J H t

dt T

γ ν

µ
γ ν

γ ν ν

= + −

= − −

−
= − − +

 

 
Согласно определению вектор намагниченности J Hχ=

 
, где χ  

- магнитная восприимчивость, iχ χ χ′ ′′= −  - динамическая вос-
приимчивость ( 0χ  -статическая, когда .H const= ).  

Для определения ,χ χ′ ′′  надо решить уравнения Блоха. 
Введем переменные по u  и υ : 

cos sin ;

( sin cos ).
x y

x y

u J t J t

J t J t

ν ν

υ ν ν

= −

= − +
 

 
Тогда cos sin ,xJ u t tν υ ν= −  ( sin cos )yJ u t tν υ ν= − +  подставим 
в систему  и приравняем нулю коэффициенты при sin tν  и 
cos tν .  

( )

( )

0
2

0 1 2
2

0
1

1 1

0,

,

.z z

du u H
dt T
d H u H J
dt T

JdJ J H
dt T T

γ ν υ

υ υ γ ν γ

γ υ

+ + − =

+ − − = −

+ − =

 

 
Используем приближение медленного изменения магнитного 

поля H


, 0zdJdu d
dt dt dt

υ
= = = . После подстановки и исключения 

переменной u  получаем: 
1 2 2

2 2
21

H J T
T

γυ
δν

= −
+

, где 0 0Hδν γ ν ν ν= − = − , 
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2 2

2
0 2 2 2 2

2 1 1 2

1
1z

TJ J
T H T T

δν
δν γ
+

=
+ +

, 

 
1 0 2

2 2 2 2
2 1 1 21

H J T
T H T T

γ
υ

δν γ
= −

+ +
, 

 
2

1 2 0
2 2 2 2 2

2 1 1 21
H T Ju T

T H T T
γ δν

υ δν
δν γ

= − =
+ +

, 

 
( )
( )

1

1

cos sin ,

cos sin .
x x

y y

J H H t t

J H H t t

χ χ ν χ ν

χ χ ν χ ν

′ ′′= = +

′′ ′= = −
 

 
Приравняем коэффициенты при sin , cost tν ν : 
 

1 1,u H Hχ υ χ′ ′′= = . 
Отсюда  

0 2 0 2 0
2 2 2 2

2 0 1 1 2

( ) ,
1 ( )

T
T H T T
ν ν ν χ

χ
ν ν γ

−′ =
+ − +

 

а  
0 2 0

2 2 2 2
2 0 1 1 2

.
1 ( )

T
T H T T

ν χ
χ

ν ν γ
′′ =

+ − +
 

 
χ′ - кривая дисперсии вещества, χ′′  описывает поглощение в 
веществе и из формулы видно, что это контур лоренцевской 
кривой.  
 
14. При ЯМР взаимодействует магнитный момент ядра с внеш-
ним H . Энергия взаимодействия ( ),IW Hµ= −

 , где I I NIgµ µ= . 

В диамагнитных веществах где имеет место ЯМР, наведённый 
магнитный момент и H  направлены навстречу друг друга. Рас-
стояние между соседними магнитными подуровнями 



 41 

0 I NW h g Hν µ∆ = = , откуда 0
I Ng H

h
µ

ν = . Ig -ядерный g -

фактор равен pg  протона и равен pg =5.58, для электрона g -
фактор равен eg = 2.  

Ядерный магнетон 24
0 5 10

4
Б e

N
p p

meh
m c m

µ µ
π

−= = ≈ ⋅  эрг/Гс. 

Электронный магнетон 0 4
Б

e

eh
m c

µ
π

= . Отсюда для частоты по-

лучаем 7
0 4 10ν = ⋅ Гц=40 МГц.  

В ЭПР 0ν =9 ГГц для Cu2+ при H  5300 Э = 35 10⋅ Гс, т.е. 
здесь эффект сильнее на порядок, что требует меньшее Н поле.  
 
15. Магнит имеет цилиндрическую форму  

                                                 
2

0
2

H RH
a

= .  

 
Из уравнения поля видно, что поле нарастает с удалением 

от оси магнита, а на оси z  минимально. Градиент поля 
 

0
2

2RHdH
dR a

=  

 
направлен по R . Движение частицы в 
магнитном поле определяется наличи-
ем этого grad H  в радиальном 
направлении. Сила действующая на 
частицу  

R eff
WF grad H
R

µ∂
= − =

∂
, 

 

где eff
W
H

µ ∂
= −

∂
. Энергия W  взаимодействия поля с частицей, 

обладающей магнитным моментом µ .  
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W Hµ= −
  

 
В магнитном поле уровни энергии атома водорода расщепляют-
ся. Для водорода 1/ 2I =


 (ядерный магнитный момент), 1/ 2J =


 

(электронный магнитный момент). F


 -полный момент количе-
ства движения равен 1F I J= + =

  
. Тогда 

0, 1, 1
0, 0

F

F

M F
M F

= ± =
 = =

 

 
Атом водорода –электрически нейтральная частица: 0e e− ++ = , 
но обладает магнитным моментом.  

Суть метода – пространственно разделить атомы, находя-
щиеся на разных уровнях с помощью grad H . Уравнение дви-
жения атомов в магнитном поле: 

R tffmR F grad Hµ= = . 
 
Для частиц на верхнем рабочем уровне  

W Hµ= +  и 0
2

2
R eff

RHHF
R a

µ µ∂
= =

∂
. 

 
На нижнем уровне  

W Hµ= −  и 0
2

2
R

RHF
a

µ= − . 

 
Разбираем сортировку состояний 1, 0FF M= =  (верхний уро-
вень) и 0, 0FF M= =  (нижний уровень) атомов водорода, здесь 

J Iµ µ µ= − . 
Уравнение движение:  

2

12 0d R k R
dt

+ =     (для верхнего уровня), 

2

12 0d R k R
dt

− =     (для нижнего), 



 43 

где  

            0
1 2

2 H
k

a
µ

= . 

Решение ищем в виде:  

1 1
i t i tR A e B eω ω−= +  

начальные условия:  
0, 0t R= =  

(атом вылетает из источника на оси магнита, где 0R = ),  
 

(0)R
dR
dt

υ= , 

где (0)Rυ -начальная радиальная υ .  
Подставим решение в первое уравнение, где  
 

( )1 1 ,i t i tR i A e B eω ωω −= −  

( )2 2
1 1

i t i tR A e B e Rω ωω ω−= − + = − . 

 
Уравнение выполняется, если 2

1k ω= . Из начальных условий 
получаем коэффициенты 1A  и 1B :  
 

1 1 1 1( 0) 0R t A B A B= = + = ⇒ = −  
.

1 1 1 1 1(0) ( 0) ( ) 2R R t i k A B i k Aυ = = = ⋅ − = ⋅ . 
Отсюда  

1 1
1

(0)
2

RA i B
k

υ
= − = − . 

Следовательно, решение первого уравнения: 
  



 44 

1 1

1 1
1 1

(0) (0)( ) ( )
2 2

(0) (0)( 2 )sin sin
8

i t i tR R

R R

R i e i e
k k

i i k t k t
k k

ω ωυ υ

υ υ

= − + − =

− =
 

 
Движение вдоль оси магнита (по oz ) происходит по инерции, с 
постоянной скоростью. Отсюда  

zz tυ= ,       1
1

(0) sinR

z

zR k
k

υ
υ

= . 

 
Аналогично решая, получаем для нижнего уровня: 
 

1 1 1

1 1

exp exp( )(0) (0)
2

R R

z

k t k t k
R sh z

k k
υ υ

ϑ
− −

= ⋅ =  

где  
                 1i kω = . 
 

Таким образом, атом на верхнем уровне пролетает магнит, 
совершая синусоидальные колебательные движения относи-
тельно оси магнита. Амплитуда движения тем больше, чем 
больше начальная радиальная скорость. Атом на нижнем уровне 
удаляется от оси магнита, затягиваясь в сторону сильного поля. 
В результате при пролете пучка атомов водорода через H  про-
исходит сортировка: из пучка удаляются атомы с 0, 0FF M= =  
и остаются атомы с 1, 0FF M= = .  

Частицы на выходе из магнита отстоят от его оси на вели-
чину  

1 1
1

(0)( ) sinR

z

lR l k
k

υ
ϑ

= , 

скорость их  

1
1 1

1

(0) cosR

z zz l

kR lR k
z k

υ
υ υ=

∂
= =
∂

 . 
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После вылета из магнита частица летит прямолинейно и равно-
мерно. На участке от z l=  по оси z  уравнение движения имеет 
вид: 
 

1 1 11
2 1

1

(0)( ) ( ) sin cos ( )R

z z zz l

k l k k lRR R l z l z l
z k

υ
υ υ υ=

 ∂
= + ⋅ − = + ⋅ − 

∂   
. 

 

Очевидно, что если 1

z l

R
z =

∂
∂

 - скорость на вылете из магнита 

меньше нуля, то через некоторое время пучок пересечет ось z  
(т. O′ ). Из условия 2 ( ) 0R z =  (т. O′ ), т.е. при z L l= +  

 

1 1 1
2

1

(0)( ) sin cos 0R

z z z

k l k k l
R L l L

k
υ

υ υ υ

 
+ = + = 

  
 

Откуда получаем 

1 1

z z

k l k
tg L

υ υ
= − ⋅ . 

В пучке атомы с наиболее вероятной скоростью zυ  попадут в 
накопительную колбу  

.
3

вероят
kT
m

υ = . 

Оценим угол:  
 

0 01
2 3

2 2 2 8080 2 .
3 3 303 10z

H Hk l m ll рад
kT kT ama

µ µ
υ

= ⋅ = ⋅ = ⋅ ≈ =
⋅

 

Здесь 1 25 10
z

k
υ

−= ⋅ .  

а)Отсюда для L  получаем 
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1

2
1

2 45
5 10

z

z

k l
tg

tgL
k
υ

υ

−= − = =
⋅

см. 

б)См. рисунок. 
 
16. Вращательная постоянная B  выражается через момент 
инерции I  молекулы:  

/ 4B Iπ=   
а  

2I mr= , 

где 1 2

1 2

m mm
m m

=
+

 -приведенная масса 1 2,m m  -массы ядер Na и Cl, 

r  расстояние межъядерное. После подстановки можно получить  

4
r

Bmπ
=

 . 

 
В выражение для приведённой массы подставим массовые числа 

23Nam =  и 35Clm = . Тогда  
 

2423 35 23 35 1.67 10
23 35 23 35

Na Cl
p

Na Cl

m mm m
m m

−⋅ ⋅
= = = ⋅ ⋅

+ + +
г = 2423.2 10−⋅ г. 

27 2

2 9
6.67 10/ 4

8 (3.14) 6.54 10
эрг секI B

Гц
π

−⋅ ⋅
= = =

⋅ ⋅ ⋅
 381.28 10−⋅ г см2. 

Отсюда 
38 2

8
24

1.28 10 2.4 10 2.4
23.2 10

г смr см A
г

−
−

−
⋅ ⋅

= = ⋅ =
⋅



 

 
17. Энергия вращательного уровня ( )W j  с определенным вра-
щательным квантовым числом j : 
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( ) ( 1)W j hB j j= + , а кратность вырождения уровней: 2 1jg j= + . 
Отношение числа частиц на уровнях i  и j  с учетом вырожде-
ния 
 

exp i ji i

j j

W WN g
N g kT

 − 
= −  

   
. 

Рассмотрим 0, 0i j= = : 

1 03, 1g g= =  

1 2W hB= ⋅ ;    0 0 0W hB= ⋅ =  
 

34 4 6
3 21

23
2 6.626 10 5.8 10 9 10 0.9 10

300 1.38 10 /
W Дж с Гц
kT К Дж К

− +
− −

−
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= = ⋅ = ⋅
⋅ ⋅

 

2

1
100

0.9 101
0.01

0

3 3 3 2.96 1
1 (2.7)

i

j

N N e
N N e

−− ⋅= = = = = >  

Таким образом, действительно 1

0
2.96 1N

N
= > . Однако, уси-

ление в такой системе невозможно, так как с учетом вырожде-
ния для усиления на переходе 1j j+ →  необходимо выполне-

ние условия 
1

ji

j j

NN
g g+

> , что здесь не соблюдается. 

 

18. 2 1

2 1
( )N N

g g
> <   условие усиления (поглощения). 

Подставим значения: 
16 1610 0,5 10

2 2
⋅

= , 

т.е. имеет место равенство 2 1

2 1

N N
g g

=  - условие усиления или по-

глощения не выполняется. Определим температуру 
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21 1 2 21
21

1 2
ln ln1h N g hT

k g N k
ω ω

= ⋅ = = ∞ . 

 
Это неравновесное состояние, когда в системе нет ни уси-

ления, ни поглощения. Это какое –то промежуточное состояние. 
 
19. Рассмотрим трехуровневую квантовую систему.  
а)В оптическом диапазоне выполняется условие ν h kT , при 
этом используются системы, когда один из возбужденных уров-
ней обладает большим временем жизни τ . Система кинетиче-
ских уравнений в этом случае имеет вид: 
 

          

3 3
3 13 1 3

32 31

3 2
2

32 21

1 2 3 0

( ) ,

,

N NN p N N

N NN

N N N N

τ τ

τ τ

 = − − −



= −

 + + =





  

 
13p  -вероятность перехода частицы под воздействием поля 

накачки за 1 сек. 3 2,N N   -скорости изменения населённостей 
уровней, 21 32 31, ,τ τ τ  -времена спонтанного перехода и релакса-
ции между соответствующими уровнями. 
 Населенность 3-го уровня растет вследствие воздействия 
накачки на 13ν  (1-е слагаемое) и уменьшается за счет релакса-
ционных переходов. Равновесие наблюдается в системе, если 
 

31

3 1

h
kTN N e
ν

−
= , 

23

3 2

h
kTN N e
ν

−
= . 

 
Если 3N  отличается от равновесных значений, в системе проис-
ходят процессы релаксации с постоянными времени 31 23,τ τ . В 
случае h kTν >>  экспоненциальные члены можно считать рав-
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ными нуля и скоростные уравнения имеют вид выше. Для уста-
новившегося режима 3 2 0N N= =   из системы получаем  

13 31 21 32 31 32
2 1 0

13 31 21 32 31 32

( )
( 2 )

pN N N
p

τ τ τ τ τ
τ τ τ τ τ

− − −
− =

+ + +
. 

 
Чтобы 2 1N N≥  имело место, 13p  должен удовлетворять усло-
вию: 

13 31 21 32 31 32( )p τ τ τ τ τ− ≥ + . 
Отсюда 

31 32 32
13

31 21 32 21 32 31

1 1
( )

p τ τ τ
τ τ τ τ τ τ

 +
≥ = + − −  

. 

 
Принципиально инверсия 2 1→  возможна, если 21 32τ τ> , т.е. 

13 0p >  по смыслу вероятности. 
б, в)Согласно условию: 6 7

32 10 10τ − −= ÷ с, а 3
32 10τ −=  с –

метастабильный уровень, т.е. 21 32τ τ> . 
Наиболее выгодные соотношения между 32τ  и 31τ  с точки 

зрения минимума накачки 13p :  

31 32τ τ>> . 
Частицы, переведенные на третий уровень, преимуще-

ственно переходят на второй уровень и в меньшей мере на пер-
вый уровень. При этих условиях: 13 min 21( ) 1/p τ= ; 3 1 2,N N N<< . 
Поэтому при инверсии 2 1→  можно считать: 

3 2 1 00, / 2N N N N≈ ≈ ≈ . Для минимальной мощности накачки 
имеем 

min

0 13
min, 13 13 1 3

21
( )

2pump
N hP h p N N ν

ν
τ

= − ≈ . 

 
Система накачки должна компенсировать значительное 

число спонтанных переходов 0 21/ 2N τ  в секунду - это недоста-
ток трехуровневой системы.  
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20. В случае четырехуровневой системы четвёртый уровень 
располагают между вторым и первым уровнями трехуровневой 
системы (см. рис.). В этом случае целесообразно, чтобы 

32 31 34,τ τ τ<< , 21 24τ τ>> , чтобы частицы не стекали на первый 
уровень, уменьшая инверсию.  

В равновесном состоянии 3 2 0N N≈ ≈ . 4N  хоть и мала, но 

3N>>  и 2N . 
41

4 1

h
kTN N e
ν

−
= .  

Система кинетических уравнений принимает вид: 
 

41

3
3 13 1 3

32

3 3
2

32 24

2
4 4 1

24 24

1 2 3 4 0

( ) ,

,

1 ( )
h
kT

NN p N N

N NN

NN N N e

N N N N N

ν

τ

τ τ

τ τ
−

 = − −



= −


 = − −



+ + + =







 

 
Для стационарного состояния: 3 2 4 0N N N= = =    Определим 
разность  

2 4 0N N− ≥ . 
Откуда получаем  

41

13 24 0 41 13 0 0

h
kTp N p N N e
ν

τ τ
−

> +   
или         

41 41

13
24 41 24

1 1~
h h
kT kTp e e
ν ν

τ τ τ
− −

≥
−

. 
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При условии 24 41τ τ>  минимальная мощность накачки опреде-
ляется как 

41

41

1 2 3 4

0
min, 13 13 1 3 13

24(2 3)
, ,

( )
h
kT

pump
h kT

N N N N

NP h p N N h e
ν

ν

ν ν
τ

−

> ÷ ⇒
>>

= − ≈  

41(4)
min,

(3)
min,

1
2

h
pump kT

pump

P
e

Р

ν
−

= . 

Здесь 24 21~τ τ . 
Выигрыш в мощности растет, если 41 (3 5)h kTν > ÷ , т.е. ес-

ли четвёртый уровень достаточно удален от первого. На практи-
ке выигрыш составляет 2 310 ÷  раз. 

Принципиальный выигрыш связан с тем, что в четырех-
уровневой системе нижний уровень не является основным и при 
отсутствии накачки он практически пустой и не нужно мощного 
сигнала накачки для уравнивания населённостей. В трехуровне-
вой системе в равновесном состоянии нижний уровень, будучи 
основным, всегда заселён. 
 
21. Трехуровневая система. В СВЧ –диапазоне 32,21kT hν>  энер-
гия теплового движения больше энергии кванта. Система кине-
тических уравнений: 
 

 
3121

32 21

3 13 1 3 2 1 3 1
21 31

2 3 2 2 1
32 21

1 2 3 0

1 1( ) ( ) ( ),

1 1( ) ( ),

hh
kT kT

h h
kT kT

N p N N N N e N N e

N N N e N N e

N N N N

νν

ν ν

τ τ

τ τ

− −

− −


= − − + − + −



 = − − −

 + + =







 

 



 52 

В стационарном режиме 1 2 3 0N N N= = =   ; 1 3N N= , так как в 
переходе 1 3→  наступило насыщение. Тогда имеем: 

32

21

3 32 21

2
21 32

h
kT

h
kT

N e
N

e

ν

ν
τ τ

τ τ

−

−

+
=

+

. 

 

Для 3 2N N≥  и в радиодиапазоне 
32 32

1
h h
kT kTe e
ν ν

− −
= − . Тогда  

                                     
32

21

32 21 32 21

21 32
21 32

1 1

h
kT

h
kT

e

e

ν

ν
τ τ τ ν

τ τ
τ τ

−

−

+
> ⇒ >

+

. 

 
Для инверсии в качестве рабочего 

перехода следует выбрать либо переход с 32 21ν ν<<  или 

32 21τ τ>> .  
В дециметровом диапазоне (частота ν  мала) целесообраз-

но осуществить выполнение условия: 32 21ν ν<< .  
В сантиметровом и миллиметровом это условие техниче-

ски сложно выполнить, поэтому там целесообразно осуществить 
выполнение условия: 32 21τ τ>> .  

Выбирают квантовые системы, чтобы при невысокой ча-
стоте накачки имело место 

32 21

21 32
1τ ν

τ ν
> . 

В оптическом диапазоне создать инверсию 3 2→  сложно, 
так как для насыщения 1 3→  необходима большая мощность 

13P  на 4 510 ÷  больше, чем в сантиметровом диапазоне. 
4 5

13, 13,./ 10 10optics smh hν ν = ÷  а 

13 13~P hν . 
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22. а) В CO2 лазере генерация идет на колебательно –
вращательных переходах 00 1 10 0−   ( 10,6λ =  мкм). 
 

λη
−

= = =h l

h h

chE E
E E

1

1
(2349.16 1285.4)

2349.16

−

−
− см

см
0.4 40%,≈ =  

1
1 9.40

1063.77h l

сh
E E см

λ −= = ≈
−

мкм. 

 
б) в полупроводниковом  инжекционном лазере с p n−  перехо-
дом (например, GaAs) для создания инверсии к p n−  переходу 
прикладывается в (прямом направлении) U , определяемое ши-
риной gE  ( ~ 1В ). В результате про-
текания тока термодинамическое 
равновесие нарушается и уровень F  
расщепляется на два: для e  в полу-
проводнике n  -типа и p  в полупро-
воднике p  -типа. 
 

~
~ 1

~ ~
g

g g

Eh h
U E E
ν νη

∆
= = =

∆ ∆
. 

 
Теоретически 100%η =  (недостаток полупроводниковых лазе-
ров - малая мощность, из-за малой толщины p n−  перехода, что 
объясняется технологической трудностью получения оптически 
однородного p n−  перехода). 
в) He-Ne лазер: 0.63λ =  мкм, 3.39λ = мкм. 
 

0,63
20.662 18.704 0.1 10%

20.662
ген генNe h h Neν ν

η
∗∗ ∗+ = +

−
= = = , 

3.39
20.662 20.368 0.014 1.4%

20.662
η −

= = = , 
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20
7 0.05%e

E эВ
kT эВ

He e e He e eη

∗

∗

− −

+ = + = = = . 
 
Учитывая, что средняя энергия электрона e  в разряде 7эВ≈ , 
определим к.п.д. лазера 
 

0.63 0.63 0.1 0.05 0.005 0.5%η ηΣ = = ⋅ = = , 
 

0.1 0.005 0.5%
20 1

вых
экс

разр

P вт
P mA kB

η = = = =
⋅

. 

 
23. Интенсивность волны изменяется с x  по закону: 

( )
0

xI I e α β−= . Интенсивность волны, совершающей в резонаторе 
полное прохождение, преобразуется к виду: ( )2

0 1 2
LI e r rα β− . При 

оценке величин усиления и потерь мощности удобно относить 
их к одному прохождению излучения через резонатор. Для воз-
никновения генерации необходимо, чтобы интенсивность вол-
ны, совершивший обход резонатора была ≥  интенсивности 
первоначальной 0I . 

2 ( )
0 1 2 0

LI e Iα β γ γ− ≥ , 

1 2
1 2

12 ( ) ln lnL r r
r r

α β− ≥ = − , 

1 2
1( ) ln

2
r r

L
α β− ≥ − . 

Отсюда для порогового условия генерации получаем  

1 2
1 ln

2
r r

L
α β≥ − . 

Пороговой коэффициент усиления в лазере: 

1 2
1 ln

2ст r r
L

α β= − . 

 
Если индуцированное усиление (α ) в активной среде 

компенсирует все потери в резонаторе, то в ОКГ будет суще-
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ствовать генерация. Для непрерывного генерирования усиление 
в активной среде должно иметь стационарное значение стα . 

2, .~ст threshNα , так как 2
2 1

1
~ gN N N

g
 

− = ∆ 
 

. 

 
Если 2 2, .threshN N> , то в ОКГ происходит нарастание ин-

тенсивности до тех пор , пока за счет индуцированных перехо-
дов 2N  не снизится до 2, .threshN , когда имеет место стационар-
ный режим.  

При 2 2 .порN N<  колебания в ОКГ затухают. 
 
24. Инверсия наступает, когда на верхнем уровне более полови-
ны активных частиц. Пороговое условие накачки выполняется 

при 0
2 2

NN = . Для того чтобы перевести одну частицу на верх-

ний уровень, необходима энергия накачка равная hν , а полови-

ну частиц всего кристалла - 0

2 2
N nVh hνω ν⋅ = ⋅ . Таким образом, 

энергия накачки 
2

nVhν ⋅ , но она для осуществления инверсии 

должна перевести наверх 0

2
N  частиц за spt τ≤ .  

Отсюда,  
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min,

10
27

4

3

13 19
10

3

3

2

3 106.626 10
0.5 10

23 10
10 36 10 10 6 10

23 10

6 10 6 .

ν

τ

−
−

−

−

−

= =

⋅
⋅ ⋅

⋅ ⋅ =
⋅

⋅ ⋅
= ⋅ = ⋅ =

⋅

= ⋅ =

pump
сп

nVh
P

nV

эрг см эрг
сс

Дж кВт
с

. 

25. Если потери в среде отсутствуют ( 0β = ), тогда коэффици-
ент усиления  

. 1 2
1 ln

2thresh r r
L

α = − , 

1
.

1 1 1 10ln ln 0.005
2 10 1 0.9 20 9thresh см

см см
α −= − = ⋅ =

⋅ ⋅
, 

1 2

.

1ln
0.17

2 thresh

r rL см
α

= = . 

 
26. Оценим min, pumpP , необходимую для создания порогового 
уровня инверсной населённости 

4
2

4
2

0E
E A

A

gn n n
g

∆ = − ⋅ > , 

4
2

1
2E An n> , 

 
так как 4

2An n≈    ( 4
2A  -основное состояние 3Cr + ). 

0.5En n> ,    0.5n n∆ = , 
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13 min, 50pump
pump

h n V
U P t Дж

ν
η
⋅∆ ⋅

= = =  -энергия, необходимая 

для создания инверсии, небольшая по величине, но важна ско-
рость накачки ( 13 13B hω ) равная энергия 13B× . Время t  будет 
определяться 21τ  -временем жизни верхнего лазерного уровня 

13
min, 13 21

21 21

pump
pump

h n VU P U A
ν

τ τ
⋅∆ ⋅

= = = ⋅ . 

 
13 13 215B h Aν =  -минимальное требование для поддержания ин-

версии n∆  на рабочих уровнях. Коэффициент 5 связан с поте-
рями. 
 

21

1 12 19 3 3

5

300 4.2 10 0.5 1.6 10 10
7.5 .

pump pumpP A h nV

c эрг см см
кВт

ν
− − −

= ∆ =

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
=

 

. luminescencegener pumpP P P= −  
 

1

12 19
luminescence 21 2.9 10 300 0.466 10 10 4.5R EP h A n V кВтν −= = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  

 
. 3genP кВт= . 

В действительности pumpP  больше 
из –за потерь в резонаторе: из-за по-
глощения приходится увеличивать 
накачку до величины 

13 13 2110B h Aω =  и больше. 
 
27. Верхний уровень 2E  “подпиты-
вается” с уровня 2A . Можно считать 
оба уровня как единый со статисти-
ческим весом 2 2g = . Нижнее (основное) состояние 4

2A  содер-
жит 4 уровня, 1 4g = . Накопление на 2E  возможно благодаря 
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большому 21τ . Процесс накопления происходит до тех пор, пока 

2N  не превысит пороговую населённость. Условие генерации 

2
2 1

1
0gN N

g
− ≥ . Учитывая, что 1 2 0N N N+ ≈ , получаем 2 .порN . 

2 2 2 2
2 . 1 2 0 2 2 . 0

1 1 1 1
( ) 1 0пор пор

g g g gN N N N N N N
g g g g

 
− = − − = + − ≥ 

 
 

2
0

0 01
2 .

2 2

1 1

1 2

31 1

( 4, 2)

пор

gN
N NgN g g

g g
g g

≥ = =
+ +

= =

 

 
В режиме генерирования в ОКГ на рубине на втором 

уровне должно находиться не менее трети всех активных ча-
стиц. С увеличением потерь в резонаторе для достижения поро-
га генерации необходимо перевести на второй уровень большее 
число частиц. Минимальная величина энергии, которая должна 
быть поглощена рубином для достижения генерации 

min, 0 13 / 3pumpW N hν≥ . При концентрации иона 3Cr+  равной 

0,05% плотность частиц 19
0 1.6 10N = ⋅ см-3. Считая 

0.56pump мкмλ = , получаем для мощности накачки 
3

min, 2 .pumpW Дж см≥  
 
28. Если амплитуда колебаний в резонаторе - A , то энергия U  
типа колебаний в резонаторе пропорциональна 2~ A , т.е. 

2 2
0

t
QU A A e
ω

−
= = , 

 
где 2

0A  -энергия типа колебаний в начальный момент 0t = , Q .- 
добротность резонатора. Отсюда  
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0

t
QU U e
ω

−
= . 

 
где / 2ω π  -частота перехода. 
Тогда энергия, теряемая за промежуток времени dt , определя-
ется выражением 

dU Udt
Q
ω

= − . 

Каждая стоячая волна образует 
свой тип колебаний и её можно 
представить в виде суммы двух бе-
гущих навстречу друг друга волн, 
причем энергия каждой бегущей 
волны равна / 2U .  

Рассмотрим какие потери встречаются в резонаторе. До-
пустим в среде есть поглощение. Из –за рассеяния в среде, т.е. 
нерезонансного поглощения, потери на проход для бегущей 
волны составляют: 

[ ]1 1
2 2 2 2

LU U U UU e L Lβ β β−′∆ = − = − − = − , 

 
где для случая малых потерь в среде использовали разложение 

1Le Lβ β− = − . 
Потери для этой же волны за счет пропускания зеркал 

равны 

(1 )
2
UU γ′′∆ = − − . 

Полные потери за проход резонатора, т.е. за время Lt
c

= , 

будут равны: 
U U U′ ′′∆ = ∆ + ∆ . 

В среднем энергия, теряемая бегущей волной в единицу t , 
равна: 

[ ](1 ) (1 )
2 2 2

Uc c U U UcL r L r
L L L

β β∆  = − − − = − + −  
. 
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Энергия, теряемая стоячей волной за время dt  определяет-

ся выражением 

[ ]2 (1 )Uc Ucdt L r dt
L L

β∆
= − + − . 

Но это по своему смыслу есть выражение dU Udt
Q
ω

= − .  

[ ](1 )UcdU Udt L r dt
Q L
ω β= − = − + − . 

 
Отсюда для добротности резонатора получаем 

[ ](1 )
LQ

c L r
ω

β
=

+ −
. 

 
Из полученного выражения можно определить время затуханий 

r
Qτ
ω

= , т.е. время жизни колебаний или фотона в резонаторе. 

Подставим значения параметров: 

[ ] [ ]
7 7

7
4 5 1

2 2
(1 ) (1 )

6.28 100 10 10 7 10 ,
~ 0.15 0.20.6 10 (0.001 100 0.05)

L nLQ
c L r L r

см
см см см

πν
β λ β

− − −

= = =
+ − + −

⋅
= == = = ⋅

⋅ ⋅ ⋅ +
 

 
7 4

8
10

7 10 0.6 10 2 10
2 3 10r

см с
см

τ
π

−
−⋅ ⋅ ⋅

= = ⋅
⋅ ⋅

. 

 
29. Известно, что собственные частоты пустого резонатора (без 
активной среды) определяются выражением:  

1 2arccos
2m n q
c m nq g g
L

ν
π
+ = +  

, 
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где , ,m n q  -целые числа, а 1,2 1,21 /g L R= − . Преобразуем данное 
выражение 

1 2arccos
2 2m n q
c c m nq g g
L L

ν
π
+

− = ⋅

 
 

Для продольных типов ко-
лебаний, для которых выполня-
ется условие 

0m n= = , 00 2q
c q
L

ν = . Поэтому 

для них правая часть уравнения 
равна нулю. 

При 0q =  уравнение принимает вид 

00 1 2arccos
2m n
c m n g g
L

ν ν
π
+

− = ⋅ . 

 
а)При 0m = , 1n =  имеем 

01 00 1 2
1 arccos

2
c g g
L

ν ν
π

− = ⋅ . 

 
Подставим численные значения параметров задачи: 

1R = ∞ , 1 1g = , 2 100R см= . Определим 

2
501 0.5

100
g = − = . 

Таким образом оценка для пустого резонатора даёт 
10

01 00
3 10 1 arccos 0.5 74.5
250 3.14см

ν ν ⋅
− = ⋅ = МГц. 

 
б)Согласно значений параметров задачи, 2 / 2L R= , 1R = ∞  рас-
сматриваемый тип резонатора - полуконфокальный. 
с)См. рисунок. 
 
30. Число Френеля 2 /N a Lλ=  в этом случае равно  
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2

4
(0.5) 39.8

0,63 10 100
N −= =

⋅ ⋅
. 

 
Для 10N >  для дифракционных потерь на один проход mnα  вы-
полняется соотношение  

3
22 15.23 10 m

mn n Nα λ −− += ⋅ , 
 
где 1m

nλ
+  - ( 1)m +  -ый корень 

функции Бесселя первого рода 
первого n -го порядка. При 

0m = , 0n = , 1
0 2.40λ = , а при 

0m = , 1n = , 1
1 3.83λ = . Отсю-

да  
3
22 3

00 5.23 10 2.40 ( 39.8) 1.2 10 0.12%α −− −= ⋅ ⋅ ⋅ − = ⋅ = , 
 

3
22 3

01 5.23 10 3.83 ( 39.8) 3.1 10 0.31%.α −− −= ⋅ ⋅ ⋅ − = ⋅ = . 
 

Таким образом, дифракционные потери на один проход 
для основной моды 00TEM  почти 2,5 раза меньше, чем для по-
перечной моды первого порядка 01TEM . На g - диаграмме та-
кому плоскопараллельному резонатору соответствует точка 
(1;1), так как 1 2 1g g= = . Небольшая разъюстировка зеркал та-
кого резонатора ведет к прерыванию генерации, так как при 
этом резко возрастают потери (штриховые и точечные области 
на рисунке соответствуют большим потерям). 
 
31. Пусть I  -интенсивность бегущей волны в резонаторе. Тогда 

outputP T I= ⋅ , где T  - коэффициент пропускания зеркала. В ла-

зере, как известно, 0

01 /I I
α

α =
+

, где 0α  -это ненасыщенное уси-

ление за проход резонатора. Из –за эффекта насыщения усиле-
ние падает и определяется соотношением приведённым выше 
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выражением. При генерации наступает стационарный режим, 
т.е. потери равны усилению: 

0

0
1

rT
I L
I

α
α β= = +

+
, 

где потери слагаются из потерь на проход среды и потерь на 
зеркалах за один проход (замечание - за проход излучение один 
раз выходит из резонатора). Из уравнения получаем 

0
01 /

r
I I T

L

α

β
+ =

+
. 

Откуда 

0
0 0

0
1

r

m

r r m

T
I L

T TI
L L

α βα α β α
β αβ β

− − − −
= − = =

++ +
, 

где /m mT Lα = . 

В результате 0
0 1

r
I I T

L

α

β

 
 

= − + 
 + 
 

 и для выходной мощности по-

лучаем искомое выражение  

0 0
0 01 1output m

m m
P TI I Lα α

α
β α β α

   
= − = −   + +   

. 

Выражение для optT  найдем из условия нахождения экстремума, 

0
m

P
α
∂

=
∂

. 

( ), 0opt m optT L Lα α β β= = − =  

( )10 0.001 0.01= − = (0.033 0.01) 10 0.023 10 23%− ⋅ = ⋅ =  
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32. Известно, что угол расхождения θ  пучка равняется 

0w
λθ

π
= , где 0w - минимальный поперечный размер пучка, так 

называемая перетяжка пучка (см. рис.), которая определяется 
следующим выражением 
 

2
0 2

Lw λ
π

 =  
 

 или  0 2
Lw λ
π

= . 

 
Координату перетяжки вдоль 
оси резонатора обозначим 0z  и 
она равняется 0 / 2z L= . Отсюда 
для угла расхождения основного 
типа колебаний конфокального резонатора получаем 
 

4
42 2 10 5.6 10 1.9

200 3.14
см рад

L cм
λθ
π

−
−⋅ ′= = ≈ ⋅ =

⋅
. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 
 
 
 
 
 

ОСНОВНЫЕ  ФИЗИЧЕСКИЕ  ПОСТОЯННЫЕ 
 

 
Постоянная Планка 27 346.626 10 6.626 10h эрг с Дж с− −= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  

Скорость света в вакууме 10 83 10 / 3 10 /с см c м c⋅ = ⋅  
Постоянная Больцмана 161.38 10 /k эрг град−= ⋅ = 

231.38 10 /Дж K−= ⋅  
Электрическая постоянная 11

0 0.885 10 /Ф мε −≈ ⋅  
Магнитная постоянная 7

0 4 10 /Гн мµ π −= ⋅  
Масса протона 241.672 10pm −= ⋅ г 271.672 10−= ⋅ кг 

Масса электрона 270.911 10em −= ⋅ г= 300.911 10−⋅ кг 
Магнетон Бора 200.927 10Бµ

−= ⋅  эрг/Гс= 230.927 10−⋅ Дж/Тл 
Ядерный магнетон  245.051 10Nµ

−= ⋅  эрг/Гс 275.051 10−= ⋅  
Дж/Тл 
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